TEMA lo . EsPAcio AFIN ELCLIDED
dimp V=n

(A Vig) espacio afla, 9(pq) =33

Avodimos F1VxV — R producto escalar.
Teaemos (AVi 9, §) espacio afia evolides .

Def.'m'cién (Distoncia entre dos Pun‘l‘os\

P9 eh : Lamamos c'is#(mcn'a cn-lre_ Jo.s Punio_s a (J(p,a,) = Hﬁ ] € R

Proposicion

() d(pg) >0 y d(piq) =0 <4=> p=g
() d(pq) =d(q.p)

W) d(pg) € dpie) e dCr i p)

Espacio m{el'ﬁ'Co

Dem i) :
d(pg) = NIpgll =ll5? + 75 Il < Upe e 1751 <d(p,e)+ d(riq)

A#c  d:AxA —JR

Teorema cje Di #c:’@oras

o Lam = IEp I = Imm il imm e

r

P' 'Pc
Dem’

I35l = £Gpope o ) = [ (op o iob  Pipor s )

=LGEp pp Y e £ G o Y= I I+ o 11



OBRS

{P&ﬂ‘{q5 =0 <e=> P=‘?<=> CJ(P.C’)=O

Definicidn  (Distancia de n pon}o a vaa variedad )
Sea P€A, XeA X voriedad

De finimos c;l(P.X) = inf(cl(p,q) QEX} >0

Teocema
A(PIXX=J(‘P|C'0)1P1"Q U/(\ 90€X
Es decic cJ(p,X) = m(d(p,q\.qé)d‘fo

Derm. /'EJL

V=X ® YL /qL‘;% /
X

Considecamos ?m\ieccc'én of l‘oaonaj. .

0BS

P€X <=\ J(P.X):O <=\ P=9e
Defn'nl'cl'cgn
d(X.Y\ = L'nl: JC’(P.a'\, P€X,q€\/$ >0

Teorema

C'(X:V) = J(P° |q°\n Pora 0)30“05 PoeXIQOe\/
Esc\edr, CJ(X.Y\ =mfnecl(|>.c,\, P€X,q€v9 >0

OBS

XnYz@ <=> d(x.y) =0 <=> J(Po,qd =0 <=> pPa=Qo



Re l;e,n.'znc;u‘a S or "Qmormo!es

&Q R = { PQ ) B g
Dicemos que Res o(‘“onormoj si Bey orrlonormaj.
Ej'. R° espacio ofla f pcocjuclo escala r usuo.g.

Re = Q(O.....O). Ec$ €3 or+onormaﬂ

Madriz de camLio cle re.[:erencfas or-'-oaozm”es

R yR' sistemas de relecencia or1Lonorma/e5.

| |0- © -0
M(R,R") = ?' M(B/B') of’!‘oaonaj
Qn

Recfprocamemle C St Jo malrfz e cambio es cL: esla Ll'pa , eatonces ey de Cale'o entee

Ry R' oc#onormap&s.

(A, v, \().r\c.o,.e.

(vif)e v e.
‘De&m‘u‘én ( Movimiento )

Un movimieato cJe_ A ex una qplicac:'én a(fn @ A —A Jch que EfV —=V ex orjrogonaj-

| |o---0
Mg (2 ) =(?' Hs(a‘)> Si R es of‘l'onom\aJ =>Hp (@) e 0(4'030(“1!.

an

OBS
Los movimientos son Eiyec#vos (si seckfine @18 —4" seda inyechva)
La ap’ioacl'én laversa y/a composicidn tambidn soa movimientes. => Forman un 9rupo.

Los movimienJ-os coonsecvan ‘a Jisl‘ancfa.

N o eshd cun‘m'c!o para Ae R



OoBS

/) mov(mienJ'o.

d(sp) . a3y = Ila(puzsccplll: f(@(pmcc,;.@cpqu)) =
= {@Ggr 209)) F [z 3) =gt -d(p.q)°
aof4o$nd

C . . /
Dore,sl‘o N }cs mommmn)‘os {'leblén sSe Conocen ComMma \somejrruas.
Rcc{Pcocamen 7le, si @.A —A es uno ap,icacién y coanserva Ias Jisjranc(‘a.s

=> @ es mavimieato
Ej. @ R* =]
[ s o ©
Mgc(63=§ O 4 3 => ¢ o bln
y

Neamos @ movimienl‘o

Hee (2) =ls(_2 i) es O(Jrogona} =% B movimiento

de{ (6‘) =] => 36 0%(2) =™ @ esoun movn'mfenh chrec]fo

(2-1)x+r2y=0

g (@) => Ag=4po} . %
ol ‘%X +(3$-~l)y =0

=> JR=/{ pe B AT omlonormaJ {oJ qe

o o
Ha (@) = O|wse-sens
LI[S

O lsen® cosG
1

-.3/5




| 3 o ao
Mre (@Y= 3 [ 3 2 -1 2
3 -1 2 2
o 2 2 -l
—_ | 2 -l 2 —_
Mgc(G\z—é -2 2 es O(J'oaonal => @ e0(3)
2 2 -l
c\e{(g\<0 == c!ek(83=-l => 66 O-(3) -> @movimie,nl'o
. [1oo
=>JR Lose{ajque_ He(@) = 0 c -s
s ¢
. -l @ O
be(@)=1 =142¢ =>c=] =>s=0 => Mg(Z )= o 1 © s'ume'l‘r{aesyecujw
o o |

@ serd una simetria especulw st lm\l pua'los fijos-

l-x-y +22=0 .

As - l-x -y *+22=0 => Az =3 => @ es simetria or'l'osonoJ | pero
2x +2y -4z =0

@ o es simerria (es simedrla con

dcap’o zomiento )

0=(0.0,0 )z
Il o oo Il O 6 o |l ooOO
R=40,8%Y, Mr(®)Y=[ a. -toO0 |=/0 1 00 a -1 0 O
0. O | o a: 0 1 O o 01\ O
6: 0 O a2z 0 O | G 06 0 |
—— - S~
= HR (@I. °Q@, ) / r / T;asJotcfo'n S}mel‘flia\
L -

-Xx -y t2z=0

Z,.: -x -y+2z=0 => VE.|fx+\[—22=o

(en Be) 2x *2y-Yz =0 |

'(e.-ez3, V3=F€(e|+ez+€s\ _]_Vz

|
N, = R
V. GVE’.—: = Va |-L
L = Vector no(mo’ OL! PJano Nz
VE‘,. =L (e, tes -les )
|
= vy, = \|_=6 (em-e:_-les} H(Bc. B es or+030mp

O@(0) = a,Vi +02 V. +03Vs =€, + € Hay que conjar 0&5 coordenadas en B



I 0 ©° I O 60 0o 1 00O
Mr(®) =/ a. -t 00 |=] 0 1 0O a, -\ O O
0. O | o a: O I ' © o o0\ oO
6 0 O a2z 0 O | G 0 O |
\ 1
MR(QLB HR(@(\

D, es s§me+r.’a orhﬂooap respecLo AJ p‘ano Ae.

Q. -2x =0
AZ! 0 =0 =N Ap, . 2x=a.
(en R) 0 =0

AO| X =0 =5 Aﬁ| = L(Vl,\l})

(4N al O Q
P°= 0&%V| = (0.0.0\11(_ *Tl('q%(cleez -283))= (ZJZ' ' 248 ! - ‘{s_l' )RceAa

£, @ R* —R"

2

l 0

Mee (@) =3[ 2
2

(o)

- l SR T U | |
Me(@)=— 1111 |=5-c =4
[N I
L B

1) Los veclores s00 un%l'ar{os
=> @ € o(w)
2) Las vectores son orl-osonalcs 2a2

c*= 41, => A*=T, => 97 ~ x* -1 = (e 1 )x-1)

= Ecliagooojizaue, 0‘(83 =2ll-l$ X Pa‘ =(x-\§(x\-l)b , ath =Y

x -y -z +t =0
“x xyrz -t =0 U

V
“x+rytz-t=o
VE,|.' x -y -2 t+t=0 =\V;|I:X—y-2*£=0

Va:-l = L(Ec —€, —es tey )

|
=> v, =7 (e, —e. -es tey)



[
V1="Tz(e(+ez) v Vy = \}—E(Ezﬂ'eqs « Wy = %‘(Cn -€2tea —€y) (O(Jrogonale.\ lal)

B:<Vc|Vz.V$,Vq$

-1 O 0O
Mg (@) = 0 1 00 |=>0 simhia omlosonap con base ‘n‘perp!ano LCvavavy)
OO0 I 0
0 oo 2 €0 (4)
-xtytz-t=o
Ao . 2+x -y -2 ¢t =0 —> A(zs=@
R=<{0.8}
I 00 OO0
a, -1 O 0O ,.
Mr(2) = a. O I 0 O O @Ce) =0, Vi t02Va+A3Va + Ay Vy
az O O I O
ay, O 0 O | = eyt ez
| [0 0 0 0 l]0 0 0O
Q a,f-1 0 00
Me(a) =] aa T, oOlo I oo
as oloco 1o
Qy 0lO0 o0 o1
_— - ~—

D2 +mslac(c§n 7] simel'f(o. orhgonao



Clasificacidn de movimieabos eq e.’ p’ano

@ A — A mvimien,'o, A espacio ech’(Jeo cLo{u‘mco:ién 2

| o 0
. Eeo*(v)j - Az,:ﬁ,@ => Ma (@) = (0 cos & -sen® | 'R=)~po.Bll.
O sen® @S> Borknorma’
=g giro & ceatro Po \,éoaujo e
St & =0 = @=(da

X 0¢@ T > A¢='<Pol{ .S =TT =>0 simetria cgnJ'ro’

Il o o '] o I o o
“Ag=z => Mr(@) = a, < -s = G, T, 0O ¢ -s
a S c Qa, O s c
- >
@z D

O =D.o T, B giro, D2 l-no.sbacién

Ste=l =0 {ras'ac(o'n | (A‘.aJ 2 (0,0)
(6]
(6)

l]O
: EQO—(V) - Ag:ﬁz => Mea(@) = | 0| | \ ‘R=)\p°,B$ .Berl‘onorma’
clo

@ sime1lrfa or‘oao:aa' axio.l ' (;ase Pe * Lv.Y. Jireccc‘én L(v;\

1lo o l lo o e o
-Ag=3 => Ma(@) = [ af | © = &| T, of!'! o
6.1 © -l 0 a:| 0 I
o~
D2 @

D=@.20,, @ s.‘mel'n’a axiao or*osono]. D. "'mslacfdn

=> @ simeta condesp’azomien'}o



Cpo.sil:icac(c'm de daicas en e’ p’o.no
R* espacio afln evel ddeo usw’.
) l A=M R(C )

|
p=(xiy)rR€C ¢=>0=aux*+...1ae0 = (1 x y) A(X
Y

R 0r‘|‘060 cna p

C = ¢' (akia-eoclideameate equiva/emles ) ¢=> Mr(c) = Mg (c') R y R orjronorma/es

Teore.ma
—Bdo conica cle'_l-R1 es Qcin -euc'(c’eomenl'e equ(va.!eaie a voa y so’o una Je,as s{suiea'l'es:

2 2
i.\ C. %+ % -1=0, O0<as<th,a,beR = E'\'Pse noc'e9eneraAa (6 =b ~ Cicconlecencia)

W) e x? +y* =0 = E'n‘pse. clegeae(ada
2 2
(ii) c. %- % -1 =0, O0<azsh, a.beR = Hu’Pé,rl:Ja noc]egenezacfo. (a=b —*l—(:@[fﬁ:&)
2 2 -
) C: % - % =0, 0<a¢th,a,beR = Hn‘PérLJa Jegenerad’a (ay l)cjcl'e(mfnana’(g.)’o
de rechas semates)
V) C. x*-ay=0, a>0 = 'Porébo‘a nocggeaeraob
VL) C x*-a*=0,a=z0 = 'Parél)ola simp,emenl-e, c!eae,oero,ch

llI

vit)c: x*=o0 Pacabola JolJemenE c&ageqe_mc]a
Dem.

X
EnRo(Jronorma]: O=aux*t.. .+ 000 = (x Y SAO(: ) + Z(Qon aoz)(y ) t Qoo

Ou O
Ao = ( ) EMat, (R) simétrica

012 02

R =<P° BY R ml‘onocma,
Sea Ac = Mp (q).) ' q)".Rz—\lﬂRl > L_p.au}oadjun'}o
. 2 ' Y
=\33 Jaase_ cle_ fR oc{‘onormaﬂ {aj que Ao=H§(¢) = (0 ,\ci) (G'(Ao)=<)\-.)\r-\)

Ao=P 'ALP = P*ALP , P=M(B.R") orlogonal



. 1,0 X X
=>C.0=(Xy)P Ao'p y {'Z(GO.QCz\ y + Qco
‘ X' 1]
=(X'y')Ao(:) "Z(&macz)‘)k<\'|) } Qoo
= A Ay 4 200,x 4 2001 Y" + Qoo
I\.,)\zem. (/\-n)\z\i(cno)
Si A <0, A: €0 mu“-(pl(can((o por - .

o> 1 =)\‘+)\z=‘l:r(Ao\ = PAs =XL-‘|:x v d
=> PocJemos supooer que alguno

0« ‘{ =}A, M2 = £r ("Ao) ==> PA,, =x*? +l:x \-CJ es Posnl-nvo
SuPongamos >\. >0 .
. 2
“Ae>0. 0=x(x"+)N'an)" £ A (y'+ b aor )+ ahe
W RS
“0gp >0 => C o es nica
'020 =0 => \(": \l" =0 => E"Pse CJQSQOQ(QCJQ
" ut nt u? n?
"0ocs <O _3_’(“_‘;;-* _Z& —l=%+ -YF—I= =>E,-'Pscnocle3eaeca<;a
A As

X
€j° Clo=5x*+ Sy*«6xy “Ux + Uy r2 = (x y\Ao(y) = Yx tUy +2
Ao=(§ :) (q)'\ (')aol'oo.cjjunl'o

Pre = x*-(ox ¢16 = (x-2)(x-8)
=> g (Ac) =42.8%

! - : - = v L -

\I‘GVP.z . kf\/—O > v, = ﬁ(e. e2) \ ‘

L | Blzdvt vt}
VEVFe =Vga lx-yso =>wvi= 5 (evver)

Ao‘=P{AP ! Alo=<z °

o %

('N}‘ "ﬁ) l Uy —llﬁ)
1>= -llﬁ (/E i |P|=| ==> M(% (Bc\ = ‘l“—?: l/ﬁ

) , P=M(B,8) => M(B' B)=p'=pP



X
Y
M (Z) . @ R* —R* , & or{'osona'

e
2 —\(‘+\"

20 10S | 2021

2 O
= (x y\?k(o 8)P< ) + (-4 '-l\( \ ¢ 2
- Z ' 2\ | ( )(xhk\’l )
Xt ey g 4y eyl +2
_ 2 e Sx ! 1 u L 1 le
= 2x' #8y Fz+2—2(x ——E\ +3yz‘2”2 =7
= 2x'T 1 8\["“ -
2 W% 1 2
Cl =— v X o =~ X o X =
il L4 =Yy (G
2 r3 =
I 1] O O |
y¢ = [YYg T, ¥ Hov(mienic con Pun*g; E’jos seguicjo c]e Jrras’ac(én.
y“ 0 \I



C’OSi[:\'co.cio'n momimien{os en ﬁls

Q:Rs — R® movimiento |

0o
0

P e oY -Apg#@ = Hp(2)

o

o | €=cos& , s=send-,

-S Os£6 <
[

S

LERTIN 3

D rotacidn de eje Po tL(v) y &nso‘o G
/ o /

St & =TT = & sime.l-r(a o.xl'a’

| 0 O o | |0 0O o | 0o O o
“Ag=0 =» Mp(B) =/ a, | © =| a, o | ©o 0
a2 O c¢ - (o] I3 a2 O ¢ -s
ay O s ¢ 0 gy O s ¢
—  ~——" - o~

D,

o r o D2
Qz. l-mslac«on cle Vecl‘or Q.. , @. rol'O.Cton 0.% 0 Am#ﬁ

7s) rofacidn segoda cL LraS’actén c[evec{'or Jz' eje Je }a ro"o.cio'n.

(@ movimienlo t\e’icoicla'\

O’(%\ san rol-ociones, ('rosjaciones y composfcc'o'n cle e“os .

| o 0 o | o 0 o 1]l o

- @B €0 (3) -Ag#t@ => Hr(@) =[] 0-1T oo |=[ 0o-1 0O of I
6 0 c-s 6 o lo 6| o

0 0 sc 0 0 o ! olo

@ rotacidn compuesi'a con simekr{a espec«:’ar re;?ecl'o de un (Jano orhﬂomj o

eje de ’a rotacidn.

._Ag:@ =) IGG(EB.-IQQ—(E\ =" o—(a)=<_|(lll>
||o o o l|o o o
= Halo) = =/ 0 al-1 oo
(1 99 tI:3 o|lO | O
a3 0|0 O !
-
troslacida  simelria orhaenoj espec»lor

(direccidn
o plans de bn

simeteln )



Coodricas de R>

R® e.a.c. Usoo.p. . R celerencia Or%normp £0
A
¢¢G=j\p=(x.y.z)g Caux 022y 4082274 2002 XY £ 2003 X2 + 20232 +
+2o1x ¥ Zﬂozy t 2003 Z + Ooo =O ¢

|
]>=-(x.y.2\€Q‘=‘O=(lxyz3A X
y
Oco Oci 0oz 003 2
A= Oy Qu 0wz Qs =Mr (@)
Ooz @12 Q22 023
Ocx O3 023 03

'P =H (R‘R,B °f#03°m’- ?\‘Oflwfmop 1 Pe = P-l

A=Pap
| 1
=> (= ('XVZ)P*A’P X ::(l X‘Yl 'Z')A‘ x'
y Y
2 z'
Qoo | 0o1 Gox Qo3 X X
A= ao =>0=(x yz)Ao[ y | + 2(a0\ 62 o3|y | ¥l
0o Ao 2 2
Qo3

Dos cuadricas @ y @' son afiomenle eunJenJres <=> Ma(@) = Mr'(@"') (es fe’acién de ecluivajenc«h).

Si estamos en e’ expacio afin cuc’u’Jeo y RyR' soa ockorormales => @ y @' on afla- eudidamente

erNa’e.nl‘es R

Teocema

Todo cuddrica de R? e al{a -eockdeomenj-e eziu:uojenle a ono ‘{S‘JZ’ una cle ’as Sisufcnj‘es .
i) i
i)

i )

+

— - l=0, ‘pofaalguncs abic ER wn 0<asbsc (Foraque haya vaicidad )
2

2

2 2
LY 2
B ct
2 2
A A
b? c

°~|"~ c:.lx

-l =0, ’pofaa’guncs abic ER wn 0<ashbsc

Xiv) ¥*+ y*=0 (encC elo y b s serfoa revaaales)



rzfg(A)|r°=r9(Ao}|S=|S‘{l| S°=|So"'{ol
E(M=(s.t)  E(A) =(sei ko)

ProUemal
Q10=2xy “lxy +y? - 2yz 4y

Encontrar ’a datca cu&An'ca @adnica o.L’n-euc’n'Jeamen"e equivalenl-e o brovés &oo movimid\lo

dicecto ] de otco inverso .

OBS / Cilindee Paraké,ico
Ax® +ay ‘"b‘f vez +d =0 M >0 hi=Ai=o0

1

A2 tony tB2 ¢ ¥ =0 Queremos sacar una so’a vor(ab'e o parHrJe_cJo; a troves de un movimienko.

< = cy -sz' oty + B2 =(cvps)y' +(-as +pc )2’

2= s','+ cz'

l :\—ds*pczo =\°(5=Pc =\d~t$1 ='31-C1- =\“1<|'cl)=PtC1

- )
dyfﬁz-(o(CfﬁSBy . . ) I .
E % 2 2.2 T = = — = =
oLt - ke a'F c = C = dL*Pt =N c _c°5e-_ e(x*gl

Axt 2ky h
EN = —0N —_—
~—— >\x + Zk\{ +h o . + ™ + ™ fe)




